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Re´sume´ – Nous proposons et e´tudions une nouvelle famille d’algorithmes de de´composition de signaux sur des syste`mes hybrides
(par exemple, une unions de bases), base´s sur une mode´lisation probabiliste. La mode´lisation repose sur deux ingre´dients : un
mode`le pour les coefficients de la de´composition, et un mode`le de carte de signifiance, de´crivant les positions des coefficients
significatifs dans l’espace des indices. Deux types de mode´lisation des cartes de signifiance sont propose´es. La premie`re, suivant
un mode`le de Bernoulli et appele´e non structure´e, ne privile´gie aucune relation de de´pendance entre coefficients significatifs. La
seconde, qui repose sur un mode`le de Bernoulli-hie´rarchique, favorise certaines structures dans le domaine des indices.
Les algorithmes sont compare´s et illustre´s par des applications de de´bruitage
Abstract – We propose a new family of algorithm for expanding signals on a hybrid dictionary (for example, a union of
bases), based on a probabilistic modeling. The models mainly rest on two ingredients: a model for the coefficients of the
expansion, and a model for the index set of significant coefficients, termed significance map. Two types of significance map
models are proposed. The first one, based upon a Bernoulli model, and called unstructured, does not favor any dependency
between significant coefficients. The second one, based on a hierarchical Bernoulli model, favors certain types of structures in the
index set.
The algorithms are compared and illustrated by denoising applications
1 Introduction
Un signal admet une de´composition parcimonieuse par
rapport a` un dictionnaire (base, ou repe`re redondant) de
formes d’ondes {ϕn, n ∈ I}, I e´tant un index fixe´, lorsqu’il
peut s’e´crire comme combinaison line´aire
x =
N∑
n=1
αinϕin ,
N e´tant un entier tre`s petit par rapport a` la taille de l’in-
dex I. Dans ce travail, on se limite a` des dictionnaires
forme´s comme union de deux base orthonorme´es (ici des
bases MDCT). L’existence de de´compositions parcimo-
nieuses permet de simplifier conside´rablement un certain
nombre de taˆches telles que la compression, le de´bruitage
ou encore la se´paration de sources.
Il existe plusieurs approches possibles pour l’identifica-
tion d’une de´composition parcimonieuse d’un signal, parmi
lesquelles on peut notamment citer les algorithmes de pour-
suite et les approches variationnelles. Une approche clas-
sique est de minimiser l’erreur quadratique entre le signal
estime´ et le signal de re´fe´rence (souvent bruite´), tout en
minimisant la norme L1 de la de´composition du signal
dans un dictionnaire. Cette approche ainsi que plusieurs
algorithmes sont de´crits en de´tail dans [1, 2, 3].
Nous de´crivons ici une approche probabiliste, permet-
tant de formuler l’identification d’une de´composition par-
cimonieuse comme un proble`me d’estimation. L’estima-
tion porte essentiellement sur les parame`tres du mode`le
et les formes d’onde du dictionnaire pre´sentes dans le de´-
veloppement, et est suivie par une re´gression du signal sur
les formes d’onde se´lectionne´es.
L’estimation peut e´galement eˆtre effectue´e dans un cadre
Baye´sien, via des algorithmes de type MCMC [4]. Ces al-
gorithmes sont a priori plus puissants, et fournissent des
estimateurs MAP et MMSE des mode`les e´tudie´s. L’ap-
proche que nous proposons est toutefois beaucoup plus ef-
ficace algorithmiquement, et fournit des re´sultats de qua-
lite´ sensiblement e´quivalente.
2 Signaux ale´atoires hybrides
Soit H un espace de Hilbert, qu’on suppose de dimen-
sion finie pour simplifier. Soient V et U deux bases ortho-
norme´es de H, et soit D = V∪U le dictionnaire constitue´
par l’union de ces deux bases. Nous conside´rons des mo-
de`les de signaux de la forme
x =
∑
n∈I
Xnαnvn +
∑
m∈I
X˜mβmum + r , (1)
ou`
1. Les Xn et X˜m sont des variables ale´atoires binaires,
identiquement distribue´es :
Xn ∼ B(p) ; X˜n ∼ B(p˜) .
Elles ge´ne`rent des ensembles ale´atoires ∆ = {n ∈
I, Xn = 1} et Λ = {m ∈ I, X˜m = 1}, appele´s
cartes de signifiance.
2. Les αn (resp. βm), appele´s coefficients de syn-
the`se, sont des variables ale´atoires normales cen-
tre´es inde´pendantes
αn ∼ XnN (0, σ
2
n) + (1−Xn)δ0 (2)
βm ∼ X˜nN (0, σ˜
2
m) + (1− X˜m)δ0 (3)
3. Les variances σ2n et σ˜
2
n sont fixe´es, et peuvent de´-
pendre de l’indice n (n e´tant ge´ne´ralement un in-
dice temps-fre´quence, les variances de´pendent alors
de la partie fre´quentielle de n). Pour simplifier, on
se limite dans cette contribution au cas constant
σ2n = σ
2, et σ˜2n = σ˜
2 (les signaux a` temps continu
ne´cessitent de conside´rer des variances de´pendant de
la fre´quence).
4. r est une couche re´siduelle, mode´lise´e comme un
bruit blanc Gaussien de variance s2.
Un tel mode`le permet de reproduire avec succe`s le compor-
tement des densite´s de probabilite´s des coefficients MDCT
obtenus apre`s de´composition du signal dans la base [5].
Le proble`me pose´ est le suivant. A partir d’une re´alisa-
tion d’un tel signal, on cherche a` identifier la re´alisation
correspondante des cartes Λ et ∆, et les valeurs des para-
me`tres. Dans un second temps, les coefficients α et β sont
identifie´s par re´gression.
Ce mode`le peut eˆtre rendu plus riche et complexe de
plusieurs fac¸ons. Nous conside´rons notamment le cas d’un
mode`le ✓ structure´ ✔, dans lequel la carte de signifiance
Λ est mode´lise´e via un mode`le de Bernoulli hie´rarchique,
exploitant la nature ✓ temps-fre´quence ✔ des bases consi-
de´re´es. L’hypothe`se 1. plus haut est alors remplace´e par
1’. Les X˜m sont des variables ale´atoires binaires iid, et
engendrent la carte de signifiance ∆. Les variables
ale´atoires Xn=k,ν sont distribue´es suivant une loi
de Bernoulli B(p1), conditionnellement a` des indica-
trices temporelles Tk, elles aussi distribue´es suivant
une loi de Bernoulli B(p2). En d’autres termes,
X˜m ∼ B(p˜)
Xk,ν ∼ TkB(p2) + (1− Tk)δ0 avec Tk ∼ B(p1) .
Cette mode´lisation est particulie`rement adapte´e aux struc-
tures transitoires des signaux audios. Lors de l’attaque
d’une note, et encore plus particulie`rement les attaques
percussives, l’image temps-fre´quence associe´e fait claire-
ment apparaˆıtre des lignes verticales localise´es en temps.
Le mode`le de Bernoulli-hie´rarchique permet de tenir compte
de cette particularite´ en se´lectionnant en premier les lignes
temporelles ou` se situe l’attaque.
Un mode`le similaire peut eˆtre e´tendu pour les partie
tonales, qui font apparaˆıtre des structures rectilignes en
fre´quence. Cependant, la forte variation des fre´quences au
cours d’un meˆme signal audio, qui comporte en ge´ne´ral
plusieurs notes, fait que le mode`le de Bernoulli simple est
mieux adapte´.
Remarque 1 Une autre extension de ce mode`le, e´tudie´e
en de´tails dans [6] consiste a` rendre les variances des coef-
ficients de´pendante de la fre´quence. On montre alors que
les estimateurs que nous de´crivons ci-dessous peuvent eˆtre
modifie´s, en introduisant une ponde´ration des coefficients
d’analyse, pour prendre en compte cette nouvelle situa-
tion, plus re´aliste en pratique.
3 Algorithmes
3.1 Estimation des cartes de signifiance
3.1.1 Mode`le de Bernoulli
Dans le cadre du mode`le de Bernoulli (i.e. sans struc-
ture), l’algorithme propose´ est base´ sur l’e´tude des coef-
ficients d’analyse an = 〈x, vn〉, et bm = 〈x, um〉, et les
re´sultats suivants :
1. Conditionnellement aux cartes Λ et ∆, les coeffi-
cients d’analyse an suivent une loi normale centre´e,
de variance
wn := E
{
a2n
}
= Xnσ
2 + pn(∆)σ˜
2 + s2 , (4)
ou` pn(∆) =
∑
δ∈∆ |〈vn, um〉|
2.
Ainsi, suivant que Xn = 0 ou 1, le coefficient d’ana-
lyse an a un comportement diffe´rent.
2. Cette diffe´rence de comportement est caracte´rise´e
par la distribution du poids pn(∆). Celle-ci est cen-
tre´e sur
E∆ {pn(∆)} = p := P{Xn = 1} ,
et d’autant plus concentre´e autour de cette valeur
que les deux bases sont diffe´rentes, cette dernie`re
notion s’exprimant via l’e´galite´
Var{pn(∆)} = p(1− p)σ˜
4
∑
m
|〈vn, uδ〉|
4 .
Ainsi, plus les produits scalaires mixtes des vecteurs
des deux bases sont petits, plus la distribution des
poids est ✓ pique´e ✔ sur sa valeur moyenne.
3. Des re´sultats similaires sont obtenus pour les coeffi-
cients bm.
Remarque 2 Conditionnellement a` la carte ∆, les coeffi-
cients an sont distribue´s suivant un me´lange de deux types
de gaussiennes, de variances respectives pn(∆)σ˜
2 + s2 et
σ2 + pn(∆)σ˜
2 + s2. En moyenne ces deux types de gaus-
siennes peuvent eˆtre approche´s par deux gaussiennes de
variances pσ˜2 + s2 et σ2 + pσ˜2 + s2. Une troisie`me gaus-
sienne due au bruit peut se distinguer dans le me´lange.
Cette remarque est utilise´e pour l’estimation des cartes
a` partir des coefficients d’analyse dans l’algorithme sui-
vant.
Algorithme 1 (Estimation EM d’une carte)
1. Calcul des coefficients d’analyses an (res. bn) pour
l’estimation de la carte de signifiance transitoire (res.
tonale).
2. Estimation des parame`tres du mode`le par un algo-
rithme EM. Suivant la parcimonie de´sire´e, on pourra
estimer un me´lange de deux ou trois gaussiennes.
3. Estimation de la carte de signifiance via la classi-
fication des coefficients par Maximum A Posteriori
(MAP).
Cet algorithme peut aussi eˆtre utilise´ comme l’initiali-
sation d’un algorithme type CEM pour l’estimation simul-
tane´e des cartes de signifiance.
Algorithme 2 (Estimation CEM des cartes) On ite`re
les trois e´tapes suivantes, jusqu’a` convergence.
1. Estimation des parame`tres du mode`le : σ, σ˜, p et p˜.
2. Calcul des poids pn(∆) et p˜n(Λ).
3. Re´estimation des cartes de signifiance ∆ et Λ par
classification selon le MAP de chacun des coeffi-
cients d’apre`s l’e´quation (4).
Ici, chaque coefficient est classe´ selon le MAP de sa
propre distribution, au contraire de l’algorithme pre´ce´dent
ou` la distribution de l’ensemble des coefficients e´tait ap-
proxime´e par un me´lange de quelques gaussiennes.
3.1.2 Mode`le de Bernoulli-hie´rarchique
Dans le cadre du mode`le de Bernoulli hie´rarchique, l’es-
timation de la carte de signifiance Λ doit eˆtre effectue´e
diffe´remment. On introduit les coefficients
ck =
|Λf |∑
ν=1
a2k,ν (5)
Suivant que l’indice (k, ν) appartient a` la carte tempo-
relle Λt = {k : Tk = 1} ou non, le coefficient d’analyse
ak,ν est distribue´ suivant l’une ou l’autre des deux types
de gaussiennes (voir remarque 2). La somme des carre´s de
variables ale´atoire normale e´tant distribue´e selon une loi
du χ2, on peut exploiter cette remarque pour estimer dans
un premier temps la carte de signifiance temporelle, via un
test statistique. Ceci conduit a` l’algorithme suivant.
Algorithme 3 (Estimation structure´e d’une carte)
1. Estimation de la carte temporelle par un test d’ade´-
quation des ck a` une loi du χ
2
2. Estimation de la carte comple`te par classification
des coefficients pre´ce´dement se´lectionne´s, par l’al-
gorithme 1.
3.2 Estimation des coefficients
Une fois les cartes de signifiance estime´es, les coefficients
de synthe`se peuvent eˆtre estime´s a` leur tour, par simple
re´gression.
Soit x ∈ H, on note Λˆ et ∆ˆ les estime´es des cartes Λ et
∆ et HDˆ le sous-espace de H engendre´ par le dictionnaire
Dˆ = {uδ, δ ∈ ∆ˆ} ∪ {vλ, λ ∈ Λˆ}.
L’estime´e xˆ du signal x par regression L2 est sa pro-
jection orthogonale sur HDˆ. Les estimations αλ et βδ des
coefficients sont donne´es par inversion de la matrice de
Gram du dictionnaire Dˆ, que l’on suppose inversible. Des
reconstructions partielles n’utilisant que les coefficients αˆ
(resp. βˆ) forment les deux couches de la de´composition.
Dans le cas conside´re´ ici, les deux bases e´tant deux bases
MDCT de diffe´rentes re´solutions temps-fre´quence, on, par-
lera de couche tonale (bonne re´solution fre´quentielle) et
de couche transitoire (bonne re´solution temporelle).
Notons qu’il est possible de renforcer la parcimonie de
la de´composition du signal en utilisant une re´gression L1
type ✓ basis-pursuit denoising ✔ [1] (qui est l’estimateur
du lasso [2]).
4 Re´sultats
Les diverses variantes de l’algorithme propose´ ont e´te´
mises en oeuvre sous Matlab. L’application choisie pour
tester les algorithmes sur des signaux audiophoniques est
le de´bruitage, pour lequel la de´composition en couches
✓ tonale + transitoire + bruit ✔ est particulie`rement adap-
te´e.
Les re´sultats obtenus sont de qualite´ comparable a` l’e´tat
de l’art. Les temps de calcul sont tout a` fait encourageants
(de l’ordre de 1 a` 3 minutes pour traiter 1 sec de son, dans
une imple´mentation Matlab, sur un PC Linux Pentium
4, 1.2 GhZ). Ils peuvent eˆtre e´coute´s sur [7].
Le mode`le de Bernoulli-hie´rarchique est compare´ au mo-
de`le de Bernoulli simple sur le signal de glockenspiel bruite´
afin d’obtenir un rapport signal a` bruit (SNR) de 6 dB.
Ce signal se preˆte particulie`rement bien a` la de´compo-
sition en couches, en raison de l’attaque percusive nette
pre´sente au de´but de chaque note joue´e. Le signal ainsi
que les diffe´rentes couches obtenues apre`s de´composition
par chacun des algorithmes sont repre´sente´s en figure 1.
Le mode`le e´tant diffe´rent pour la partie transitoire, c’est
sur cette partie que la diffe´rence ressort. Le mode`le de
Bernoulli-hie´rarchique permet d’obtenir des attaques bien
marque´es en temps, avec tre`s peu d’artefacts entre deux
notes. Le mode`le de Bernoulli re´cupe`re de l’information
basse-fre´quence, et laisse entendre un bruit tout le long
du signal transitoire. Ce bruit se retrouve lors de la re-
construction, qui donne un de´bruitage moins convaincant.
En terme de SNR, les re´sultats sont e´quivalent : 17.1 dB
pour le de´bruitage par Bernoulli simple contre 17.5 dB
pour le de´bruitage par Bernoulli-hie´rarchique.
Les re´sultats obtenus en de´bruitage par l’algorithme 3
ont e´te´ compare´s a` ceux donne´s par un algorithme MCMC,
sur le signal de piano utilise´ dans [4]. Le signal original
est bruite´ avec un bruit blanc gaussien, afin d’obtenir un
SNR d’entre´e de 10 dB. Apre`s de´bruitage par le mode`le
de Bernoulli-hie´rarchique, le SNR obtenu est de 18 dB.
Si le SNR paraˆıt bien infe´rieur aux 20 dB obtenus par
certains algorithmes MCMC de [4], ils sont tout a fait
comparables en terme de qualite´s d’e´coute : notre mode`le
pre´sente moins d’artefact musicaux que la plupart des sons
de´bruite´s par MCMC.
L’algorithme a aussi e´te´ teste´ sur deux extraits de si-
gnaux issus des archives radiophoniques franc¸aises, gra-
cieusement fournis par l’INA1 .
1Institut National de l’Audiovisuel. Merci a` Vincent Fromont
pour les extraits audio. Les re´sultats et les fichiers son se trouvent
sur le site [7].
Fig. 1 – De´bruitage du signal de glockenspiel. Comparai-
son entre le mode`le de Bernoulli-hie´rarchique et le mode`le
de Bernoulli simple. En haut : signal original et signal
bruite´. De haut en bas, a` gauche mode`le de Bernoulli-
hie´rarchique, a` droite mode`le de Bernoulli simple : couche
transitoire, couche tonale, signal de´bruite´ (couche tonale
+ couche transitoire), re´sidu.
Le premier extrait pre´sente un bruit de fond a` basse
fre´quence et des clics. Le deuxie`me extrait pre´sente un
bruit de fond ainsi que de nombreux clics et craquements.
On appelle ici ✓ bruit de fond ✔ le bruit qui n’est pas
du aux clics. C’est le bruit qui s’apparente au bruit blanc
gaussien du mode`le.
De manie`re ge´ne´ral, les clics restent pre´sents lors de la
reconstruction tonal + transitoire a` la sortie de l’algo-
rithme. Dans l’extrait 1, le bruit basse fre´quence donne de
gros coefficients lors de la transformation MDCT. Malgre`s
la ponde´ration (voir remarque 1), il reste de nombreux ar-
tefacts dus a` ces coefficients MDCT importants. Le ✓ bruit
de fond ✔ est cependant atte´nue´. Pour l’extrait nume´ro 2,
le meilleur re´sultat semble eˆtre celui obtenu lorsque l’algo-
rithme est ite´re´ une seconde fois sur le re´sidu : la partie to-
nale re´cupe`re en effet de l’information en haute fre´quence.
En revanche, la partie transitoire ajoute des clics lors de
la deuxie`me ite´ration, plutoˆt que d’ame´liorer le re´sultat.
En ajoutant la partie tonale de la deuxie`me ite´ration, a` la
partie transitoire de la 1e`re, on obtient un re´sultat correct,
mais pre´sentant un bruit ✓ musical ✔ a` la place des clics
(les clics recouvrant ce bruit). Sur cet extrait, le ✓ bruit
de fond ✔ est en majorite´ retire´.
Comme l’on peut s’y attendre, les clics sont capture´s
par la partie transitoire du signal. On pourrait alors ima-
giner une discrimination entre les diffe´rents transitoires
pour effectuer un de´clicage.
5 Conclusion
Nous avons vu une approche originale, fonde´e sur une
mode´lisation ale´atoire, d’analyse parcimonieuse des signaux
audio. Elle permet de rendre compte des diffe´rentes com-
posantes pre´sentes dans un signal audio et a e´te´ valide´e
par une application au de´bruitage.
Cette approche, motive´e par les observations faites sur
des signaux re´els, donne un mode`le simple dont les re´sul-
tats sont encourageants.
Toutefois, ce mode`le est re´serve´ a` l’analyse des signaux
audio, et ne permet pas de synthe´tiser des sons satisfaisant
a` l’e´coute. Il demande de plus plusieurs ame´liorations. En
particulier, une de´pendance entre les couches tonales et
transitoires (une attaque de note pre´ce`de sa tenue) ainsi
que des structures entre les coefficients d’une meˆme couche
devraient comple´ter le mode`le. Ces deux points permet-
traient de le rendre plus re´aliste et devraient ame´liorer
sensiblement les estimations.
Le proble`me majeur de ce type d’approche, est qu’on ne
dispose d’aucune de´finition d’un transitoire ou d’un tonal.
Elle est ici implicite, un transitoire et un tonal e´tant de´finis
par le mode`le de carte et, surtout, par les bases choisies
pour les repre´senter.
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